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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis keberadaan nilai eigen dalam struktur
matriks aljabar min-plus dan menjelaskan relevansinya terhadap permasalahan rute
terpendek pada sistem logistik pertahanan. Metode yang digunakan adalah studi
pustaka terhadap literatur yang membahas teori nilai eigen, vektor eigen, graf
precedence, bobot rata-rata minimum sirkuit elementer, dan penerapan nilai eigen
dalam struktur matriks aljabar min-plus pada penentuan rute terpendek. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa nilai eigen dalam struktur matriks aljabar min-plus
selalu ada karena keberadaan nilai bobot rata-rata minimum sirkuit elementer pada
graf precedence struktur matriks aljabar min-plus. Nilai eigen ini memiliki
interpretasi matematis sebagai waktu siklus minimum dari sistem, sehingga relevan
untuk diaplikasikan pada optimasi rute distribusi logistik pertahanan. Simpulan
penelitian ini menunjukkan bahwa keberadaan nilai eigen pada struktur matriks
aljabar min-plus dapat menjadi dasar matematis dalam perencanaan rute terpendek
yang lebih efisien, khususnya untuk meminimalkan keterlambatan distribusi
logistik pada sektor pertahanan.

Kata Kunci: Aljabar Min-Plus, Graf Precedence, Logistik Pertahanan, Nilai Eigen,
Rute Terpendek

ABSTRACT
This study aims to analyze the existence of eigenvalues in the min-plus algebra
matrix structure and to explain their relevance to shortest path problems in defense
logistics systems. The method used is a literature study of sources discussing the
theory of eigenvalues, eigenvectors, precedence graphs, minimum mean weight of
elementary circuits, and the application of eigenvalues in the min-plus algebra
matrix structure to shortest path determination. The results show that eigenvalues
in the min-plus algebra matrix structure always exist due to the existence of the
minimum mean weight of elementary circuits in the precedence graph of the min-
plus algebra matrix structure. These -eigenvalues have a mathematical
interpretation as the minimum cycle time of a system, making them relevant for
application in optimizing defense logistics distribution routes. The conclusion of
this study shows that the existence of eigenvalues in the min-plus algebra matrix
structure can serve as a mathematical basis for more efficient shortest path
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planning, particularly in minimizing delays in logistics distribution in the defense

sector.

Keywords: Min-plus Algebra, Precedence Graph, Defense Logistics, Eigenvalues,

Shortest Path

PENDAHULUAN

Jika himpunan seluruh bilangan
riil dinotasikan dengan R, maka aljabar
min-plus adalah himpunan R U {co}
yang dilengkapi oleh dua operasi biner,
yaitu operasi penjumlahan yang
didefinisikan sebagai nilai minimum
dan operasi perkalian yang
didefinisikan  sebagai penjumlahan
biasa seperti pada penjumlahan aljabar
linier (Siswanto & Gusmizain, 2024).
Berikutnya, himpunan aljabar min-plus
dinotasikan dengan R, dan x; @
X, = min{x;, x5}, x; @ x; = x1 + x5,
untuk setiap x;,x, € RU {o0}. Pada
Rmin, hanya elemen netral (elemen
identitas terhadap operasi penjumlahan)
yang memiliki invers terhadap operasi
penjumlahan. Struktur aljabar pada
Rumin merupakan semilapangan
(Siswanto & Gusmizain, 2024).

Matriks atas aljabar min-plus
merupakan susunan elemen aljabar
min-plus yang terdiri dari baris serta
kolom dan diapit oleh dua kurung siku.
Operasi pada matriks  tersebut
dilakukan berdasarkan operasi
minimum dan penjumlahan yang
berlaku pada aljabar min-plus. Rahayu
et al. (2021) menjelaskan bahwa
matriks bujur sangkar M atas aljabar
min-plus dapat direpresentasikan dalam
bentuk graf precedence dan dinotasikan
dengan G(M). Representasi tersebut
menunjukkan hubungan antara elemen-
elemen matriks dan lintasan pada graf
yang digunakan dalam pembahasan
nilai eigen.

Matriks bujur sangkar pada
aljabar linier maupun aljabar min-plus

berkaitan erat dengan nilai eigen dan
vektor eigen. Rahayu et al. (2021)
mengkaji masalah eigen dan eigenmode
matriks  atas  aljabar  min-plus.
Selanjutnya, Maghribi et al. (2023)
membahas masalah eigen melalui
karakteristik min-polynomial dari suatu
matriks  atas  aljabar  min-plus.
Rahmawati et al. (2024)
mengembangkan pembahasan tersebut
pada matriks segitiga atas aljabar
interval min-plus, sedangkan Siswanto
dan  Maghribi  (2025) mengkaji
penyelesaian masalah eigen pada
matriks segitiga dan diagonal tertentu
atas aljabar min-plus. Kajian mengenai
struktur matriks pada aljabar min-plus
juga berkembang pada pembahasan
aturan Cramer, invers matriks, dan
aljabar interval min-plus sebagaimana
ditunjukkan oleh Putri et al. (2024),
Ariyanti et al. (2024), serta Siswanto
dan Septiany (2025). Hal tersebut
menunjukkan bahwa masalah eigen
pada aljabar min-plus telah dikaji pada
beberapa jenis matriks, tetapi masih
berfokus pada penyelesaian matematis.

Permasalahan nilai eigen dalam
struktur matriks aljabar min-plus dapat
diaplikasikan dalam masalah penentuan
rute terpendek. Permasalahan rute
terpendek memiliki keterkaitan dengan
berbagai sistem jaringan, termasuk
sistem distribusi logistik pada industri
pertahanan. Sudaryanto et al. (2020)
menunjukkan bahwa sistem distribusi
logistik militer menghadapi kendala
berupa keterbatasan sarana angkut dan
jarak distribusi yang dapat memicu
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keterlambatan pengiriman.
Permasalahan mobilitas pada medan
operasi juga dipengaruhi oleh kondisi
medan, tingkat risiko lintasan, dan
kondisi jaringan jalan sebagaimana
dibahas oleh Pokonieczny dan Dawid
(2021), Weng (2023), Kim et al. (2024),
serta Trofymchuk et al. (2025). Selain
itu, Aldi et al. (2023) menegaskan
pentingnya efektivitas distribusi senjata
dan amunisi dalam mendukung
kesiapan operasional. Oleh karena itu,
diperlukan pendekatan matematis untuk
mendukung penentuan rute distribusi
yang lebih efisien.

Berdasarkan penelitian-penelitian
terdahulu tersebut, kajian mengenai
nilai eigen pada aljabar min-plus
umumnya masih berfokus pada sifat
matematis dan penyelesaian masalah
eigen pada berbagai jenis matriks,
sedangkan penelitian mengenai logistik
pertahanan lebih banyak membahas
kendala distribusi, mobilitas, dan
pemilihan rute secara operasional.
Kebaruan penelitian ini terletak pada
pengkajian keberadaan nilai eigen
dalam struktur matriks aljabar min-plus
melalui bobot rata-rata minimum sirkuit
elementer pada graf precedence,
kemudian menghubungkannya dengan
permasalahan rute terpendek pada
sistem distribusi  logistik  industri
pertahanan.  Pendekatan  tersebut
diharapkan dapat memberikan dasar
matematis bagi perencanaan rute
distribusi yang lebih efisien dan
mendukung upaya meminimalkan
keterlambatan  pengiriman  logistik
pertahanan.

Misalkan matriks bujur sangkar
pada aljabar linier dinotasikan dengan
M. Vektor taknol Xx € R™ dapat
dikatakan sebagai vektor eigen dari M
jika Mx merupakan kelipatan skalar
dari X, yaitu Mx = Ax untuk suatu

skalar A. Perhitungan nilai eigen dari
suatu matriks bujur sangkar M, dapat
menggunakan persamaan det(Al —
M) =0 yang merupakan persamaan
karakteristik matriks bujur sangkar M.
Namun, pendekatan tersebut tidak
dapat diterapkan secara langsung pada
struktur matriks aljabar min-plus karena
perbedaan struktur aljabarnya. Oleh
karena itu, diperlukan pendekatan lain
untuk menjelaskan keberadaan nilai
eigen pada struktur matriks aljabar min-
plus, salah satunya melalui representasi
graf precedence dan bobot rata-rata
minimum sirkuit elementer.

Penelitian ini bertujuan untuk
menganalisis keberadaan nilai eigen
dalam struktur matriks aljabar min-plus
dan menjelaskan relevansinya terhadap
permasalahan rute terpendek pada
sistem distribusi  logistik  industri
pertahanan. Penelitian dibatasi pada
kajian teoretis dengan pendekatan studi
pustaka tanpa melibatkan data empiris
lapangan. Penentuan keberadaan nilai
eigen dilakukan dengan memanfaatkan
graf precedence dari struktur matriks
aljabar min-plus dengan asumsi bahwa
bobot busur merupakan bilangan riil
tidak negatif.

METODE PENELITIAN
Penelitian  ini  menggunakan
metode  studi  pustaka  melalui

pengumpulan dan analisis berbagai
literatur yang berkaitan dengan nilai
eigen dan vektor eigen pada matriks
atas aljabar min-plus, graf precedence,
serta bobot rata-rata minimum sirkuit
elementer. Analisis dilakukan dengan
mengkaji hubungan antara struktur
matriks atas aljabar min-plus dan graf
precedence, menentukan bobot rata-
rata minimum sirkuit elementer, serta
menghubungkan hasil kajian tersebut
dengan permasalahan rute terpendek
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pada sistem distribusi logistik industri
pertahanan.

HASIL PENELITIAN

Bagian ini membahas keberadaan
nilai eigen dalam struktur matriks
aljabar min-plus. Maghribi et al. (2023)
menjelaskan bahwa struktur aljabar
min-plus isomorfik dengan struktur
aljabar max-plus, sehingga beberapa
konsep dan teorema yang digunakan
dalam analisis nilai eigen dapat
disesuaikan dari kerangka teori aljabar
max-plus. Untuk selanjutnya, struktur
matriks bujur sangkar atas aljabar min-
plus akan dinotasikan dengan R
Terlebih dahulu disajikan definisi graf
precedence dari matriks bujur sangkar
atas aljabar min-plus yang mengacu
pada Baccelli et al. (2001).
Definisi 1 Graf berarah berbobot yang
memiliki titik sebanyak n dan busur

(b,a) untuk [M],, # € dengan
a,b=1,2,..,n disebut dengan graf
precedence G(M) dari  matriks
M e R} Bobot busur (b, a)
merupakan bilangan riil [M],, yang
kemudian dinotasikan dengan

W(b, a) = [M]ab-

Selanjutnya, diberikan teorema yang
menjelaskan makna dari elemen pada
R yang berkaitan dengan graf
precedence dari matriks tersebut yang
mengacu pada penelitian Subiono
(2015).

Teorema 2 Untuk setiap k > 1 pada
M e R berlaku

[M*]qp = min{|pl,,|p € P(b,a; k)},
dengan P(b,a; k) merupakan
himpunan semua lintasan dari titik b ke
titik a dengan panjang k pada graf
precedence G(M). [M*],, = € jika
P(b,a;k)  merupakan  himpunan
kosong.

Bukti. Pembuktian teorema ini
menggunakan langkah induksi.
Diberikan sebarang elemen (b, a) pada
nxn={(b,a)|bae€n} dengan
n =1,2,...,n. Lintasan pada P(b, a; k)
untuk k =1 hanya terdiri dari satu
busur dengan bobot yang diberikan oleh
[M],p. Jika [M],, = £, maka tidak ada
busur (b,a) di G(M) dan
P(b,a; k) = @. Berarti
[M*]ap = min{lply|p € P(b,a; 1)}

= min{|(b, a)|w}

= [(b, @)l

= [M]ap,
kesimpulannya pernyataan benar untuk
k=1.
Asumsikan pernyataan benar untuk
k #1, kemudian akan ditunjukkan
pernyataan benar untuk k + 1. Pada
kasus  k+1,  berarti  diperoleh
p€P(b,a;k+1). Agar nilai
P(b,a;k+1) # @, harus terdapat
minimal satu lintasan di P(b, a; k + 1).
Lintasan p dapat dibagi menjadi
sublintasan sepanjang k dari titik b ke
titik d, serta sublintasan berupa satu
busur dari titik d ke titik a. Dalam
bentuk simbol dapat ditulis menjadi

p = p,(d,a) dengan p € P(b,d; k).

Bobot minimum untuk setiap lintasan
P(b,a; k + 1) diperoleh dari
min{[M]qq + min{|plw|p € P(b,d; k)}}.

Karena pernyataan tersebut benar untuk
suatu k, maka diperoleh bahwa
min{|plw |p € P(b,d; k)} = [M*]gp.
Selanjutnya, bobot minimum dari suatu
lintasan yang menghubungkan titik b ke
titik a dengan panjang k + 1 adalah
gleizl{[M]ad + [Mk]ab} =@f=1 (M ® [Mk]db}

ab
Pada kasus P(b,a; k + 1) = @, berarti
tidak terdapat lintasan sepanjang k + 1
yang menghubungkan titik b ke titik a.
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Kondisi ini menyebabkan untuk setiap
titik d, tidak terdapat lintasan sepanjang
k dari titik b ke titik d atau tidak
terdapat busur dari titik d ke titik a.
Oleh karena itu, P(j,i;k+1)=0
menyebabkan bahwa paling sedikit
terdapat satu nilai dari [M*],, dan
[M],4 sama dengan €. Sehingga
[ M(k+1)] = &.
ab

Dari uraian di atas dapat diambil
kesimpulan bahwa [M¥],, terbukti
menyatakan bobot minimum dari suatu
lintasan sepanjang k dari titik b ke titik
a pada graf precedence G(M). m

Untuk selanjutnya, bobot
minimum semua lintasan sepanjang k
dari tittk b ke titik a pada graf
precedence G(M) dinotasikan dengan
[M*],p. Berdasarkan Teorema 2, dapat
didefinisikan suatu matriks M* dan M*
dari suatu matriks M € R\ yang
mengacu pada penelitian Farlow (2009)
sebagai berikut:

Definisi 3 Didefinisikan matriks M*
dan M* dari suatu matriks M € RIS
seperti berikut
M*=MOM>*DPM>*D ..
M* = E, ® M*.

Selanjutnya, diberikan teorema yang
menjelaskan hubungan antara matriks
M* dan M* pada Definisi 3.

Teorema 4 Nilai M* dari suatu matriks
M € R¥" adalah MT =M Q M*.

min
Bukti. Diperhatikan bahwa nilai
MT=MPM>*PM>* .. dan

M* = E, @ M. Oleh karena itu,
M*=MPM>*PM3*P ..
=MQE, ODMPM*BD..)
:M®(EnEBM+)
=MQM'.m

Teorema berikut ini mengacu
pada penelitian Farlow (2009) yang
akan menjelaskan hubungan antara
matriks M+ dengan matriks M k. dengan

k=1,2,3,..,n di mana n adalah ordo
dari matriks M € R}

Teorema 5 Diberikan suatu matriks
M € R Jika setiap sirkuit di G(M)
mempunyai bobot sirkuit rata-rata
lebih dari atau sama dengan 0, maka

M+ :69;;:1 Mk
=M@OM* @ ..&M"e R

Bukti. Diperhatikan bahwa
Mt =@} M =MOM*D ..

[M*]ap = min{[M*] gy, 1 < k < o0}
> min{[M*]4,1 < k < n}.

Karena M merupakan matriks bujur
sangkar, maka untuk setiap lintasan di
G(M) dari titikk b ke titik a yang
memiliki panjang lebih dari atau sama
dengan n pasti akan ada paling tidak
satu  pengulangan titik. Dengan
demikian, terbentuk setidaknya satu
sirkuit dengan panjang tidak lebih dari
n. Karena seluruh sirkuit pada G(M)
mempunyai bobot rata-rata lebih dari
atau sama dengan 0, maka nilai
minimum bobot rata-rata sirkuit adalah
0. Dengan demikian, bobot lintasan
tidak akan bertambah ketika terjadi
pengulangan titik, sehingga

MM B.EM">MPM* PMD ..

[M*]gp = min{[M*]gp, 1 < k < 0}
< min{[M¥*]4,1 < k < n}.

Dari Persamaan di atas diperoleh
[M+]ab = min{[Mk]ab: 1<k< n}-

Jadi, terbukti bahwa
M* =@} M k
=MOPM*P.HM"m
Berdasarkan Teorema 5 diketahui

bahwa
MT=MPM*P..HM"
=MQE,OMOM* D ..H» M ).

Diketahui juga bahwa M* =M @ M*
sehingga diperoleh
M*=E,®&MOM* @ ..06 M™ 1
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Pada bagian ini akan dibahas mengenai
bobot rata-rata minimum sirkuit
elementer dengan minimum diambil
atas seluruh sirkuit elementer pada
suatu graf, dalam hal ini adalah graf
precedence, yang mengacu pada
penelitian Baccelli et al. (2001). Misal

diberikan matriks M € R dengan
graf  precedence  G(M). Bobot

minimum seluruh sirkuit sepanjang k
pada graf precedence G(M) dapat
diperoleh melalui perhitungan [M*],,.
Nilai  perhitungan n L [M*] e
merupakan minimum dari  bobot
minimum seluruh sirkuit sepanjang k
pada graf precedence G(M). Diketahui
bahwa m,[M*l,,  merupakan
trace(M*),  sehingga  trace(M¥)
menyatakan bobot minimum sirkuit
sepanjang k pada graf precedence
G(M). Oleh karena itu, rata-rata
minimum dari bobot minimum seluruh
sirkuit sepanjang k pada graf
precedence G(M) dapat diperoleh
melalui  perhitungan % trace(M*).
Selanjutnya, jika diambil minimum dari
perhitungan % trace(M*) pada sirkuit

sepanjang k < n, yaitu pada seluruh
sirkuit elementer, maka diperoleh

1
[ {E trace (M")}

yang menyatakan bobot rata-rata
minimum sirkuit elementer pada graf
precedence G(M). Untuk selanjutnya,

perhitungan dari @} { % trace (M k)}
dinotasikan dengan A,;, (M) atau

Amin (M) = DY_, {% trace (M),

Selanjutnya, diberikan beberapa
definisi yang berkaitan dengan sirkuit
elementer pada graf precedence G(A)
yang memiliki bobot rata-rata minimum
yang mengacu pada penelitian Farlow
(2009).

Definisi 6 Diberikan suatu matriks
M e RY! dan himpunan seluruh
sirkuit elementer pada graf precedence
G (M) yang dinotasikan dengan C(M).
Suatu sirkuit p € C(M) yang bobot
rata-ratanya sama dengan bobot rata-
rata minimum sirkuit elementer pada
graf precedence G(M) disebut sirkuit

kritis.

Definisi 7 Diberikan suatu matriks
M e R\, graf kritis didefinisikan
sebagai graf yang terdiri atas titik-titik
dan busur-busur sirkuit pada graf
precedence G(M). Graf kritis dari
matriks M dinotasikan dengan G¢(M)
dan V(M) adalah notasi dari

himpunan titik-titik pada G¢(M).

Sebelum melakukan pembahasan
tentang keberadaan nilai eigen dalam
struktur matriks aljabar min-plus,
terlebih dahulu diberikan definisi nilai
eigen dalam struktur matriks aljabar
min-plus yang mengacu pada penelitian

Farlow (2009).
Definisi 8 Diberikan suatu matriks
M e R, Jika U € Ry, adalah

sebuah vektor dengan U # E dan
U € Ryin adalah sebuah skalar yang
memenuhi

MRT=u®7,
maka p adalah nilai eigen dari matriks
M dan v merupakan vektor eigen dari
matriks M yang bersesuaian dengan L.

Selanjutnya, diberikan teorema yang
menjelaskan keberadaan nilai eigen
dalam struktur matriks aljabar min-
plus.

Teorema 9 Diberikan suatu matriks
M € R\, Nilai eigen matriks M
adalah suatu skalar Anyin(M), yaitu
bobot rata-rata  minimum  sirkuit

elementer pada graf precedence G(M).
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Bukti. Diketahui bahwa nilai

Aain(M) = @ {; trace (M)},
Selanjutnya, diberikan definisi matriks
L = —Anin(M) ® M. Oleh karena itu,
A1) =@fy { . trace (1}
T trace (~Ausa () ® M)}

trace ((~Amin(M))* ® Mk)}

; U -
Etrace((—lmm(M)) ®[ : H D}

Mpy e Mpp

1

=@r_; {—trace l : . :
(_Amin(M))k Qmyy .. (_Amin(M))k ® mpn

s [ ((An D) @ i) @ .
® ((~2nin D) @ M) )}
(_Amin(M))k Qmy: ® .0 mnn))}

_Amin(M))k ® %trace(M)k}

min(M) ® Amin(M)}
min(M) + }Lmin(M)}

[
D
ﬂ\

T‘:‘:l T‘:‘:l i“ﬁ T‘?:l =3

e
| &&=

D S Ny

e (o e, i,

o
cO0D D
(=]

Hasil perhitungan Amin (L)
menunjukkan bahwa tidak terdapat
sirkuit dengan bobot negatif pada graf
precedence G(L). Berdasarkan
Teorema 5, diperoleh suatu matriks
M*=MAM*P..HM" dan
M*=E,®MOM* @ ..0 M1
Karena nilai Ay, (L) =0, maka
terdapat suatu k € N dengan k < n dan
c €{1,2,..,n} sehingga (L¥). =0.
Karena (L¥),, =0, maka sirkuit
elementer sepanjang k pada graf
precedence G (L) dengan titik awal s ke
titik akhir s adalah sirkuit kritis. Dapat
diambil kesimpulan bahwa nilai
(En)ss = 0. Selanjutnya, berdasarkan
Definisi 3 diketahui bahwa
Lt=LQL
L'=E,®L",
dengan
(L*)ac = (ETL @ L+)(1C
_ {8 @ (L+)ac = (L+)ac'
0 @ (L+)ac:

Jika elemen kolom ke-c matriks Lt dan
elemen kolom ke-¢ matriks L*

a#c,
a=c.

(_Amin(M.))k ®myy .. (_Amin (M))k ® my,

dinotasikan dengan (L*). dan (L),
maka diperoleh
(L+).c = (L),
L& (L) c=(L),
_Amin(M) QM (L*).c = (L*).C
M ® (L*).c = Amin(M) ® (L*).C'

Dengan demikian, A,;,(M) yang
merepresentasikan ~ bobot  rata-rata
minimum sirkuit elementer pada graf

da struktur matriks M aljabar min-
plus. Selanjutnya, (L"), merupakan
vektor eigen dari matriks M atas aljabar
min-plus yang bersesuaian dengan nilai
eigen Apin(M). m

Teorema 9 menjamin keberadaan

nilai eigen dalam struktur matriks
aljabar min-plus karena nilai Ap,;,(M)
selalu ada dan dapat ditentukan. Selain
itu, berdasarkan Teorema 9 dapat
diperoleh  langkah-langkah  untuk
menentukan nilai eigen dan vektor
eigen pada struktur matriks aljabar min-
plus. Jika diberikan matriks M € R,
maka langkah-langkah tersebut adalah
sebagai berikut:
1. Menentukan matriks M¥

1<k<n.
2. Menentukan nilai eigen dengan

menggunakan rumus berikut ini

Aamin (M) = Dty { 5 trace (1)},

3. Menentukan sirkuit (c,c) dengan
1 < ¢ < n yang merupakan sirkuit
kritis dari graf precedence G(M).

4. Menentukan suatu matriks
L=—2Anin(M) ® M dan matriks
L*=E,+L* dengan matriks
L'=LPL*® .60 L™

5. Menentukan vektor eigen dari
matriks M yang bersesuaian dengan
nilai eigen Ap;,(M), yaitu kolom
ke-c dari matriks L*.

i;ecedence G(M) adalah nilai eigen

dengan

PEMBAHASAN
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Hasil penelitian menunjukkan
bahwa nilai eigen dalam struktur
matriks aljabar min-plus selalu ada dan
dapat ditentukan melalui bobot rata-rata
minimum sirkuit elementer pada graf
precedence. Rahayu et al. (2021) dan
Maghribi et al. (2023) juga membahas
penentuan nilai eigen pada matriks atas
aljabar min-plus berdasarkan struktur
dan sifat matriks yang digunakan.
Selain berkaitan dengan masalah eigen,
operasi aljabar min-plus juga dapat
digunakan untuk merepresentasikan
dan menganalisis sistem jaringan
transportasi (Farhi, 2023). Hal tersebut
menunjukkan bahwa kajian nilai eigen
dalam struktur matriks atas aljabar min-
plus tidak hanya memiliki makna
teoretis, tetapi juga dapat menjadi dasar
matematis untuk menganalisis bobot
minimum dan waktu siklus pada suatu
jaringan.

Permasalahan rute terpendek
berkaitan erat dengan distribusi logistik
militer yang menuntut pengiriman
munisi, bahan bakar, dan perlengkapan
lainnya secara cepat dan tepat waktu.
Sudaryanto et al. (2020) menunjukkan
bahwa distribusi  logistik  militer
menghadapi kendala berupa
keterbatasan sarana angkut dan jarak
distribusi yang dapat menyebabkan
keterlambatan pengiriman. Selain itu,
Aldi et al. (2023) menegaskan
pentingnya efektivitas distribusi senjata
dan amunisi dalam  mendukung
kesiapan operasional. Jalur distribusi
tersebut dapat direpresentasikan dalam
bentuk graf, dengan titik yang
menggambarkan lokasi distribusi dan
busur yang menggambarkan hubungan
antarlokasi beserta bobot berupa jarak,
waktu tempuh, biaya, atau tingkat
risiko. Melalui representasi tersebut,
aljabar min-plus dapat digunakan
sebagai pendekatan matematis untuk

menganalisis bobot minimum dan
mendukung penentuan rute distribusi
yang lebih efisien. Dengan demikian,
nilai eigen dalam struktur matriks atas
aljabar min-plus berpotensi menjadi
dasar matematis dalam analisis waktu
siklus dan perencanaan distribusi
logistik pertahanan sebagai upaya
meminimalkan risiko keterlambatan.

Nilai eigen tidak hanya bermakna
sebagai bobot rata-rata minimum sirkuit
elementer, tetapi juga  dapat
merepresentasikan ~ waktu  siklus
minimum pada sistem yang memiliki
keterkaitan antarproses. Farhi (2023)
menunjukkan bahwa aljabar min-plus
dapat digunakan untuk
merepresentasikan  sistem  jaringan
transportasi yang memiliki hubungan
waktu dan ketergantungan
antarkomponen. Pendekatan max-plus
juga telah digunakan untuk
menganalisis sistem kejadian diskrit,
sinkronisasi, penjadwalan produksi,
dan jaringan antrean sebagaimana
dibahas oleh De Schutter et al. (2020),
Permana et al. (2020), serta Rudhito dan
Putra (2025). Karakteristik tersebut
relevan dengan sistem  distribusi
logistik pertahanan yang melibatkan
koordinasi antarpos distribusi, waktu
tempuh, serta urutan kegiatan yang
saling bergantung. Oleh karena itu, nilai
eigen dapat digunakan sebagai dasar
matematis untuk menganalisis waktu
siklus dan mengidentifikasi bagian
sistem yang berpotensi menimbulkan
keterlambatan.

Dalam operasi bantuan
kemanusiaan atau operasi tempur, rute
pergerakan pasukan sering kali melalui
medan dengan hambatan berbeda-beda,
seperti jalan rusak, jembatan patah, atau
area berisiko tinggi. Hal tersebut telah
dibahas pada penelitian Pokonieczny
dan Dawid (2021), Weng (2023), serta
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Trofymchuk et al. (2025). Dengan
menambahkan variabel tingkat risiko
medan pada bobot lintasan, perhitungan
nilai eigen dalam struktur matriks atas
aljabar min-plus dapat digunakan untuk
menganalisis jalur dengan waktu
minimum yang tetap
mempertimbangkan faktor keamanan.
Pendekatan ini sejalan dengan prinsip
terrain-aware path optimization, yaitu
optimasi rute yang mempertimbangkan
kondisi medan dan bobot dinamis pada
jaringan lintasan seperti pada penelitian
Kim et al. (2024).

Operasi pada struktur matriks atas
aljabar ~ min-plus  memungkinkan
analisis bobot minimum lintasan dalam
satu kerangka operasi matriks. Farhi
(2023) menjelaskan bahwa aljabar min-
plus dapat digunakan untuk
merepresentasikan dinamika jaringan
transportasi yang memiliki
ketergantungan waktu antarkomponen,
sedangkan Rahayu et al. (2021)
menunjukkan bahwa masalah eigen dan
eigenmode pada matriks atas aljabar
min-plus dapat digunakan untuk
mengkaji perilaku sistem berdasarkan
struktur matriks yang digunakan.

Untuk menggambarkan aplikasi
nilai eigen dalam penentuan rute
terpendek, berikut diberikan contoh
graf jaringan distribusi. Setiap titik pada
graf menggambarkan lokasi logistik,
sedangkan busur antar titik
menunjukkan lintasan dengan bobot
berupa jarak antarpos. Jarak tempuh
dinyatakan dalam satuan km.

Gambar 1. Visualisasi Jaringan Distribusi
Logistik
Titik 1 merupakan titik awal dan titik 8
merupakan titik tujuan. Jika titik pada
graf tidak terhubung, maka elemen
matriks adalah € di mana € = oo.
Matriks yang merepresentasikan graf
pada Gambar 1 adalah sebagai berikut:

&€ € € & & & & &
33 € &€ & &€ & €& €&
26 £ &€ & & & €& ¢
M= 29 £ € &€ &€ €& ¢ ¢
E &€ 6 6 & & & €
E 8 &€ € 10 &€ ¢ €
E &€ € 22 &€ 5 €& €
LE 40 € &€ €& 25 17 €&

Perhitungan rute terpendek dilakukan
dengan bantuan software Matlab karena
operasi matriks atas aljabar min-plus
cukup kompleks jika dikerjakan secara
manual. Syntax Matlab yang digunakan
adalah sebagai berikut:

%perhitungan rute terpendek
menggunakan aljabar min-plus
clc;
clear;
M = input('Masukkan matriks M =
s
[m,n] = size(M);
ifm~=n
error('Matriks harus
persegi');
end
E = inf(m,n);
E(1:m+l:end) = 0;
%mencari nilai xe
be = inf(1,n);
be(1) = o;
bet=transpose(be);
Mb=E;
for a=1:n-1
Mb=penjumlahanMinPlus (Mb, perpangka
tanMinPlus(M,a));
end
xe=perkalianMinPlus(Mb,bet);
%mencari nilai x1
Mt=transpose(M);
Mtb=E;
for a=1:n-1
Mtb=penjumlahanMinPlus (Mtb, perpang
katanMinPlus(Mt,a));
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end
bl = inf(1,n);
bi(n) = -xe(n);
blt=transpose(bl);
x1=-(perkalianMinPlus(Mtb,blt));
%membandingkan nilai xe dan nilai
x1
jarak=0;
disp('diperoleh lintasan rute
terpendek adalah sebagai
berikut');
p=1;
for a=2:n
if xe(a)==x1(a)
fprintf('(%d,%d)",p,a);
if a<n
fprintf (', ');
end
if a<=p
jarak=jarak+M(p,a);
else
jarak=jarak+M(a,p);
end
p=a;
end
end
fprintf('\ndengan total rute
terpendek adalah = %d\n', jarak);
%fungsi penjumlahan struktur
matriks aljabar min-plus
function
Mm=penjumlahanMinPlus (M, L)
if isequal(size(M),size(L))
Mm = min(M,L);
else
disp('ordo matriks
berbeda');
end
end
%fungsi perkalian struktur matriks
aljabar min-plus
function h=perkalianMinPlus(M,L)
[m,n]=size(M);
[~,r]=size(L);

for a=1:m
for b=1:r
h(a,b)=inf;
for 1=1:n
h(a,b)=min(h(a,b),M(a,1)+L(1,b));
end
end
end

end

%fungsi perpangakatan struktur
matriks aljabar min-plus

function
Mp=perpangkatanMinPlus(M,n)

Mp=M;

for k = 2:n

Mp =

perkalianMinPlus(Mp,M);

end
end
Hasil perhitungan menggunakan

software Matlab menunjukkan bahwa
rute terpendek dari titik 1 menuju titik 8
adalah (1,2),(2,6),(6,7), dan (7,8)
dengan total jarak adalah 63 km. Hasil
ini menunjukkan bahwa aljabar min-
plus dapat digunakan untuk
menentukan bobot minimum lintasan
pada suatu jaringan, sejalan dengan
Farhi (2023).

SIMPULAN

Nilai eigen dalam struktur
matriks aljabar min-plus selalu ada dan
dapat ditentukan melalui bobot rata-rata
minimum sirkuit elementer pada graf
precedence G(M). Keberadaan nilai
eigen tersebut menunjukkan bahwa
struktur matriks aljabar  min-plus
memiliki dasar matematis untuk
menganalisis lintasan, bobot minimum,
dan waktu siklus minimum. Pada
industri pertahanan, konsep ini relevan
untuk mendukung perencanaan rute
terpendek pada sistem distribusi
logistik agar proses pengiriman lebih
efisien dan risiko keterlambatan dapat
diminimalkan. Penelitian selanjutnya
disarankan untuk  mengaplikasikan
model ini pada data empiris distribusi
logistik pertahanan agar hasil kajian
teoretis dapat diuji dalam kondisi
operasional nyata.
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